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摘 要： 星座图的增益指数是格理论中的一个术语，它可以分解成格的编码增益和星座图边界的成形增益．本
文将最大化星座图增益指数的过程构造为一系列优化问题，并将星座图的几何特性作为优化问题的约束条件．由于可
通过求解优化问题来得到所需的星座图，因此本文的方法可以作为一种构造高维星座图的通用方法．相比现有算法均
只适用于星座点个数较少的情况，本文方法可以简便地构造星座点数目较大的高维星座图．仿真结果显示出：在星座
点数目较少时，由本文方法所构造的星座图的误符号率性能与最优值十分接近；而当星座点数目较多时，本文构造的

星座图较传统基于整数格的星座图具有更低的误符号率．
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１ 引言

现今，电磁波的幅度和相位作为调制参数被广泛地

用来传递信息．然而在光通信领域中，许多研究［１～５］均
利用了全偏振光的极化状态作为携带信息的新途径．另
一方面，为了提高无线通信系统的性能，越来越多的研

究［６～１１］将注意力放在利用电磁波极化信息所带来的好

处上．Ａｎｄｒｅｗｓ等人在文献［６］中指出电磁波的极化可以
在无线通信系统中带来额外的自由度，从而提高系统容

量．文献［７～９］讨论了天线的极化分集，这类技术是利
用电磁波极化信息的一种途径．Ｎｅｈｏｒａｉ等人在文献［１０］
中首次提出了可以对电磁波的幅度、相位和它的两个极

化参数同时进行调制来传递信息．文献［１１］基于空间电
磁场的数学表达式，提出了一种在无线通信系统中对电

磁波幅度、辅助极化角和极化相位角进行调制的新型三

维调制方法．受到上述工作的激励，为了匹配整个高维
调制解调系统，高维星座图应当得到设计．

通常，在加性高斯噪声环境下设计星座图的方法
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是：固定星座点间的最小欧氏距离，最小化星座图的平

均功率．这样设计的理由在于平均功率小的星座图在
信噪比相等时所受到的噪声功率更小，同时由于星座

点间最小欧氏距离固定，受到噪声影响小的星座图的

误码率性能会更优秀．近年来，许多文献均对如何设计
功率节省型的高维星座图进行理论研究［１１～１８］．文献
［１２］将星座点视为高维空间中的粒子，通过引入粒子间
相互作用力使得各个粒子在空间中移动，再将粒子的

总能量作为约束最终得到高维星座图．Ａｇｒｅｌｌ等人在文
献［１３］和［１４］中通过优化星座图的敏感增益（ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ
ｇａｉｎ）设计出星座点个数至多为３２的功率节省型四维星
座图．文献［１５］通过最小化星座图的平均功率并将高维
星座图星座点间的最小距离作为约束，通过将非凸的

二次约束二次规划问题松弛为一系列线性约束的二次

规划问题来求解得到高维星座图．但该方法仅适用于
星座点个数不多的情况下，否则求解过程会变得十分

复杂．在文献［１６～１８］中，Ｓｌｏａｎｅ等人将高维星座图的
设计转化为球状填充（ｓｐｈｅｒｅｐａｃｋｉｎｇ）问题，并通过各类
方法求出三维和四维空间中功率最节省的星座图．其
中，文献［１８］分别给出了三维时星座点个数不大于１００
和四维时星座点个数不大于３２的高维星座图，这些星
座图具有理论最低的误符号率．

上述几种构造高维星座图的方法均只适用于星座

点个数较少的情况下．当星座点个数较大时，上述方法
都没有假设星座图具有某些特殊结构，这便使得设计

过程变得过于复杂，从而无法求解．为了解决这一问
题，基于格理论来设计高维星座图在近年来得到越来

越多的关注．格作为一种数学结构，能够用来具体描述
空间中按一定规律排列的点所构成的集合．关于格和
基于格的星座图的性质在文献［１９～２１］中有详细阐述．
文献［１９］提出了星座图的增益指数（ｔｈｅＣｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎＦｉｇ
ｕｒｅｏｆＭｅｒｉｔ，ＣＦＭ）这一概念，它反映了基于格的星座图
的效率．在星座图的维数不太大时，具有较大 ＣＦＭ的星
座图具有很低的误符号率．Ｐｒｏａｋｉｓ等人在文献［２１］中证
明了ＣＦＭ可以分解成格的编码增益和星座图边界成形
增益，并指出分别最大化编码增益和成形增益可以产

生具有最大 ＣＦＭ值的星座图．然而，据笔者所知，最大
化ＣＦＭ的具体实现方法并未被提出．为了填补这一空
白，本文将最大化星座图增益指数的过程构造为一系

列优化问题，并将星座图的几何特性作为优化问题的

约束条件．由于通过求解优化问题便可得到所需的星
座图，我们的方法可以作为一种构造高维星座图的通

用方法．

２ 格与基于格的星座图

格是一种数学结构，它能够用来具体描述空间中

按一定规律排列的点所构成的集合．基于格来设计星
座图时，通常会先选取一种格，然后再选取一个包含指

定星座点数目的边界．为了能够更方便地描述构造高
维星座图的方法，本节将根据文献［２１］，简要地介绍格
和基于格的星座图的一些性质．关于格和基于格的星
座图更详细的描述可以参考文献［１９～２１］．
２１ 格的简介

一个 ｎ维空间中的格是Ｒｎ中一离散的点集，且该
点集具有矢量加法下的群结构［２１］．通常，一个 ｎ维格Λ
可以由ｎ个线性无关的基向量ｇｉ∈Ｒｎ，１≤ｉ≤ｎ来描
述，而格中的任意一点 ｘ可以表示成

ｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｇｉ （１）

其中 ａｉ∈Ｚ，ｉ＝１，２，…，ｎ．另一种描述格Λ的方法是
通过一个ｎ×ｎ维的生成矩阵Ｇ，Ｇ的各行为基向量ｇｉ
∈Ｒｎ，１≤ｉ≤ｎ．有了上述定义后，格Λ中任一格点ｘ可
表示为

ｘ＝ａＧ （２）
其中 ａ∈Ｚｎ是一ｎ维整数向量．

定义１ 格Λ的最小欧氏距离ｄｍｉｎ为Λ中任意两
个格点的最小欧氏距离［２１］．

定义２ 格Λ的重度Ｎｍｉｎ为Λ中与任一给定格点
距离为ｄｍｉｎ的点的个数［２１］．

定义３ 格Λ的基础体积Ｖ（Λ）为Λ中单位体积
（或面积）内格点数的倒数［２１］．文献［１７］证明了对于任
意格都有：

Ｖ（Λ）＝｜ｄｅｔ（Ｇ）｜ （３）
２２ 基于格的星座图

在一个基于格的星座图中，若对应格的重度为

Ｎｍｉｎ，则在高信噪比的情况下，星座图的误符号率有以
下估计式［２１］

Ｐｅ≈ＮｍｉｎＱ
ｄ２ｍｉｎ
２Ｎ槡( )
０

（４）

其中，Ｎ０为加性高斯白噪声的功率．我们可将误符号率
估计式改写成

Ｐｅ≈ＮｍｉｎＱ
ｄ２ｍｉｎ
２Ｅａｖｇ／２Ｄ

Ｅａｖｇ／２Ｄ
Ｎ槡( )
０

（５）

其中，每二维平均功率 Ｅａｖｇ／２Ｄ表示一个 ｎ维星座图的平
均功率化到二维空间后的值．它可由下式计算

Ｅａｖｇ／２Ｄ＝
２
ｎＥａｖｇ＝

２
ｎＭ∑

Ｍ

ｍ＝１
‖ ｘｍ‖２ （６）

其中，Ｍ为ｎ维星座图中星座点的个数，ｘｍ为表示一
个星座点坐标的ｎ维向量．通过分析不难发现，由于式
（５）根号下第二项为信噪比，则格的重度 Ｎｍｉｎ和
ｄ２ｍｉｎ／Ｅａｖｇ／２Ｄ这两项将决定星座图的误符号率的大小．特
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别地，当星座图的维数 ｎ并不太大时，ｄ２ｍｉｎ／Ｅａｖｇ／２Ｄ项起
主导作用．

定义４ ｎ维星座图Ｃ的增益指数（ＣＦＭ）为［２１］

ＣＦＭ（Ｃ）＝
ｄ２ｍｉｎ（Ｃ）
Ｅａｖｇ／２Ｄ（Ｃ）

（７）

有了定义４，设计低误符号率高维星座图的问题就
转换为最大化ＣＦＭ．由于每二维平均功率 Ｅａｖｇ／２Ｄ的取值
与最小欧氏距离 ｄｍｉｎ有关，我们可固定 ｄｍｉｎ来最小化星
座图的 Ｅａｖｇ／２Ｄ（或平均功率）．

上文曾提到过设计基于格的星座图的过程包括了

格和边界的选取，文献［２１］中证明了 ＣＦＭ可以由下式
来表示：

ＣＦＭ（Ｃ）≈ＣＦＭ０·γｃ（Λ）·γｓ（Ｒ） （８）
式中，ＣＦＭ０为星座图基础增益，是一个常数；γｃ（Λ）为
格Λ的编码增益（也称为格的厄米特参量）；而γｓ（Ｒ）
为边界 Ｒ的成形增益．

基于格设计高维星座图的第一步是选取一个致密

的格，而编码增益γｃ（Λ）反映了一个 ｎ维格Λ的疏密
程度，其表达式为［２１］

γｃ（Λ）＝
ｄ２ｍｉｎ（Λ）

［Ｖ（Λ）］
２
ｎ
＝

ｄ２ｍｉｎ（Λ）

［｜ｄｅｔ（Ｇ）｜］
２
ｎ

（９）

其中 Ｇ是格Λ的生成矩阵．由于 Ｖ（Λ）表示的是Λ中
单位体积（或面积）中格点数的倒数，再加之格点间最

小欧氏距离 ｄｍｉｎ固定，所以编码增益较大的格会更密．
接着，我们要选取一个包含我们想要的星座点个

数的 ｎ维边界Ｒ来构成ｎ维星座图．我们的目标是在
最小欧氏距离 ｄｍｉｎ给定的情况下产生功率节省的星座
图，而边界 Ｒ的成形增益γｓ（Ｒ）便可作为边界选取的衡
量标准．ｎ维空间中一区域Ｒ的成形增益可由下式表
述［２１］

γｓ（Ｒ）＝
Ｖ（Ｒ）

２
ｎ

６Ｅａｖｇ／２Ｄ
（１０）

其中 Ｖ（Ｒ）为区域 Ｒ的体积（或面积）．由式（１０）我们能
发现，具有高成形增益的区域可以提高星座图的功率

效率并能够提高系统的性能．另外，文献［２１］证明了在
所有区域中，球型边界总是拥有最大的成形增益值．

由式（８）可知，任何星座图的 ＣＦＭ值均取决于

γｃ（Λ）和γｓ（Ｒ）的乘积．格的编码增益γｃ（Λ）仅取决于
格的选择．若格点间最小欧氏距离 ｄｍｉｎ固定，更密的格
就意味着我们可以在一定的体积（或面积）内摆放更多

的星座点．另一方面，边界的成形增益γｓ（Ｒ）仅取决于
星座图边界的选取．而具有高成形增益的边界会使得
产生的星座图在功率方面更节省．由于星座图的 ＣＦＭ
值由上述相互独立的两项之间的乘积所决定，故我们

可以分别对γｃ（Λ）和γｓ（Ｒ）进行最大化最终来使得

ＣＦＭ值最大，这样会使得求解难度大大降低．

３ 优化问题的构建

最大化星座图的 ＣＦＭ值能够获得误符号率性能优
秀的高维星座图，而 ＣＦＭ值可以表示成格的编码增益
和边界的成形增益之间的乘积．故在本部分，我们将最
大化ＣＦＭ值的过程构造为一系列优化问题，通过求解
优化问题来设计高维星座图．
３１ 最大化编码增益

由于星座图的ＣＦＭ值可以表示成编码增益和成形
增益之间的乘积，而编码增益和成形增益又是相互独

立的，所以我们先最大化格的编码增益γｃ（Λ），即选取

一个最密的格．
假设所需设计的星座图维数为 ｎ，我们的首要任务

就是选择一个具有最大编码增益的 ｎ维格．不失一般
性，若固定格的最小欧氏距离 ｄｍｉｎ为１，最大化γｃ（Λ）的
优化问题便可用下式来描述：

ａｒｇｍａｘ
Λ
γｃ（Λ）＝

ｄ２ｍｉｎ（Λ）

［Ｖ（Λ）］
ｎ
２

ｓ．ｔ．ｄｍｉｎ＝１

（１１）

上式可以改写为：

ａｒｇｍｉｎ
Ｇ′（Λ）

｜ｄｅｔ（Ｇ′（Λ））｜

ｓ．ｔ．ｄｍｉｎ＝１
（１２）

其中 Ｇ′（Λ）为任一 ｎ维格Λ的生成矩阵．若假设格Λ
的基向量为：

ｇ′１＝ ｇ′１１ ｇ′１２ … ｇ′１[ ]ｎ
ｇ′２＝ ｇ′２１ ｇ′２２ … ｇ′２[ ]ｎ


ｇ′ｎ＝ ｇ′ｎ１ ｇ′ｎ２ … ｇ′ｎ[ ]ｎ

（１３）

那生成矩阵 Ｇ′（Λ）就可以写为：

Ｇ′（Λ）＝

ｇ′１
ｇ′２


ｇ











′ｎ

＝

ｇ′１１ ｇ′１２ … ｇ′１ｎ
ｇ′２１ ｇ′２２ … ｇ′２ｎ
   

ｇ′ｎ１ ｇ′ｎ２ … ｇ′ｎ











ｎ

ｘ１ ｘ２ ｘｎ

（１４）

其中 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ是ｎ维空间中笛卡尔坐标系下的ｎ
根坐标轴．文献［１９］中证明了对格进行尺度变化或正交
变换后其编码增益不变．同时考虑到生成矩阵 Ｇ′（Λ）
的ＱＬ分解可以看做是对矩阵 Ｇ′（Λ）的各列进行 Ｇｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化的过程［２２］，故 Ｇ′（Λ）可表示为：

Ｇ′（Λ）＝Ｑ·Ｇ（Λ） （１５）
其中，Ｑ是一ｎ×ｎ维的正交矩阵；Ｇ（Λ）是一 ｎ×ｎ维
的下三角矩阵，它可由下式描述：
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Ｇ（Λ）＝

ｇ１
ｇ２


ｇ











ｎ

＝

１
ｇ２１ ｇ２２
  
ｇｎ１ ｇｎ２ … ｇ











ｎｎ

（１６）

由于 Ｑ是一个正交矩阵，它对生成矩阵 Ｇ（Λ）的
作用是一个正交变换 Ｑ－１，因此不会改变其几何特性．
那么，优化问题式（１２）可被改写为：

ａｒｇｍｉｎ
ｇ１～ｇｎ

｜ｇ２２·ｇ３３·…·ｇｎｎ｜

ｓ．ｔ．ｄｍｉｎ＝１ （１７）
不失一般性，我们可以假定 Ｇ（Λ）的对角元素均为

正实数，而 Ｇ（Λ）中的其他元素均为非负实数．另外，若
我们将式（１７）的约束条件用线性无关的基向量 ｇ１，ｇ２，
…，ｇｎ来表示的话，优化问题可改写为：

ａｒｇｍｉｎ
ｇ１～ｇｎ

ｇ２２·ｇ３３·…·ｇｎｎ

ｓ．ｔ．

ｇ２２，ｇ３３，…，ｇｎｎ＞０
ｇ２１，ｇ３１，ｇ３２，…，ｇｎ１，…，ｇｎ（ｎ－１）０
｜ｇ１｜＝｜ｇ２｜＝…＝｜ｇｎ｜＝１
｜ａ１ｇ１＋ａ２ｇ２＋…＋ａｎｇｎ｜










１

（１８）

其中 ａ１，ａ２，…，ａｎ∈｛０，±１｝，这使得优化问题式（１８）
中最后一个约束条件变为一系列不等式约束．而这些
不等式约束中会存在冗余，但去除它们并不复杂．以三
维星座图设计为例，在去除了冗余约束条件后，优化问

题式（１８）变为：
ａｒｇｍｉｎ
ｇ１～ｇ３

ｇ２２·ｇ３３

ｓ．ｔ．

ｇ２２，ｇ３３＞０
ｇ２１，ｇ３１，ｇ３２０
｜ｇ１｜＝｜ｇ２｜＝｜ｇ３｜＝１
｜ｇ１－ｇ２｜１，｜ｇ１－ｇ３｜１，｜ｇ２－ｇ３｜１










，

（１９）

形如式（１９）的优化问题属于非线性规划问题，可以
通过内点法进行求解，算法复杂度的分析可参见［２３］．使
用内点法求得问题式（１９）的解为：

Ｇ（Α３）＝

１ ０ ０

１／ 槡２ ３／２ ０

１／ 槡２ ３／ 槡６ ６／









３

（２０）

即在格点间最小欧氏距离固定 ｄｍｉｎ为 １时，由矩阵
Ｇ（Ａ３）生成的格 Ａ３在所有三维格中具有最大的编码增
益（即最密）．类似地，当所需设计的星座图维数为４时，
通过求解式（１８）所得到的格其生成矩阵可以表示为：

Ｇ（Ｄ４）＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

１／２ １／ 槡２ ２／２ ０

１／２ １／ 槡２ ０ ２／











２

（２１）

上述结果均与文献［１７］中给出的结果相符合．这便

可以说明，通过求解式（１８）可以系统地求得任意维度中
最为致密的格．
３２ 成形增益：球形边界的获取

本文第二部分曾经提到，球型边界的成形增益是

在所有 ｎ维边界中最大的．故本文接下来将讨论为一
个 ｎ维空间中给定格选取球型边界的方法．

一种获取球型边界直观但粗糙的方法是逐渐增大

圆心位于 ｎ维空间中原点处的超球的半径，直至其包
含我们所需星座点的数目 Ｍ．不幸的是，这一方法对大
多数 Ｍ并不适用．然而，任何格中格点的模长都是一个
非负实离散序列（ｒ１，ｒ２，…，ｒｉ，…且０＜ｒ１＜ｒ２＜… ＜ｒｉ
＜…），也就是说 ｎ维格中的格点可以看成是分布在不
同半径的ｎ维球壳上的．若令 ｎ（ｒｉ）为格中模长为 ｒｉ的
格点个数，根据文献［１７］，ｎ（ｒｉ）的值可以通过求取格所
对应的 ｔｈｅｔａ序列来确定．由于格点是分布在不同半径
的球壳上，则选取球型边界的过程可以等效为在最外

层（假设为第 Ｋ层）球壳 ｎ（ｒＫ）个格点中选取 Ｎ ＝

Ｍ－∑
Ｋ－１

ｉ＝１
ｎ（ｒｉ）个格点，使得选取格点数符合星座点数

目的要求．同时，为了使星座图误符号率最低，最外层
球壳中格点的选取应当保证两两格点间的欧氏距离最

大．有了上述结论，以超球为边界从给定的 ｎ维格Λ中
选取Ｍ个星座点的过程可用优化问题描述为：

ａｒｇｍａｘ
ｘ１，…，ｘＮ

ｄＫｍｉｎ

ｓ．ｔ．

ｘ１，…，ｘＮ∈Ｒｎ

‖ｘｉ‖＝ｒＫ
ｘｉ＝Ｇｗｉ
ｗｉ∈Ｚｎ，ｉ＝１，２，…，










Ｎ

（２２）

其中 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ表示从最外层球壳ｎ（ｒＫ）个格点中

选取的 Ｎ＝Ｍ－∑
Ｋ－１

ｉ＝１
ｎ（ｒｉ）个格点，ｄＫｍｉｎ表示 ｘ１，ｘ２，…，

ｘＮ这Ｎ个格点之间的最小欧式距离，Ｇ为格Λ的生成
矩阵．问题式（２２）的约束条件使得选取的 Ｎ个点位于ｎ
维格Λ第Ｋ层球壳上．

虽然从给定的 ｎ维格Λ中构造Ｍ点星座图的过程
可以描述为式（２２），但该优化问题是一个整数规划问
题．由于整数规划问题为 ＮＰｈａｒｄ问题，因此当星座图
的维数 ｎ或星座点数Ｍ较大时，求解上述问题会变得
十分困难．针对这一问题，本文接下来将介绍一种简化
求解方法．

文献［１２］设计星座图的方法是将星座点视为粒子，
通过引入粒子间相互作用力使得各个粒子在空间中自

由移动，再将粒子的总能量作为约束最终得到高维星

座图．受其启发，我们将最外层球壳中待选取的 Ｎ个格
点ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ视为Ｎ个质点，而质点之间存在相互作
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用力．每个质点根据自身所受的合力的方向和大小进
行一次移动，移动的范围是最外层球壳中相邻的格点．
各质点移动后再次计算相互作用力，并根据所受合力

进行下一次移动，如此往复迭代．在算法中，步骤１到步
骤２为初始化；步骤 ３到步骤７为迭代过程，具体的算
法步骤为：

步骤１ 为最外层球壳的每个格点 ｙｉ，ｉ＝１，２，…
ｎ（ｒＫ）在该层球壳中找到与之距离最近的 ２ｎ个格点，
记做 ｙｉｊ，ｊ＝１，２，…２ｎ；

步骤２ 对每个最外层格点 ｙｉ计算 ２ｎ个移动单
位向量：

ｖｉｊ＝
ｙｉｊ－ｙｉ

‖ｙｉｊ－ｙｉ‖２
（２３）

步骤３ 从最外层球壳 ｎ（ｒＫ）个格点中随机选取 Ｎ
个作为初始质点，记做 ｘｉ，ｉ＝１，２，…Ｎ；

步骤４ 计算 Ｎ个质点相互之间的作用力，如 ｘｉ
对于ｘｊ的作用力为：

ｆｉｊ＝α
ｘｉ－ｘｊ

‖ｘｉ－ｘｊ‖β
（２４）

其中α和β为可调参数．一般，基于质点的物理性质可
取α＝１，β＝２；

步骤５ 计算每个质点 ｘｉ所受合力：

Ｆｉ＝∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｆｉｊ （２５）

步骤６ 对于每个质点 ｘｉ，将其所受合力 Ｆｉ分别
与其２ｎ个移动单位向量ｖｉｊ求内积，并求出结果的最大
值．如果最大值大于０，则质点 ｘｉ移动至对应移动单位
向量方向上的相邻格点，反之则质点 ｘｉ不移动；

步骤７ 若 Ｎ个质点在步骤（６）中均未移动或迭代
次数到达上限，则将此时的 ｘｉ，ｉ＝１，２，…Ｎ作为最终
结果．而当上述条件不满足时，回到步骤（４）继续迭代．

衡量一个算法的复杂度通常是以整个过程中乘法

运算次数作为标准，本文接下来将对提出的简化算法的

复杂度进行分析．令算法过程中迭代次数为 Ｌ，步骤１中
需要计算 ｎ（ｒＫ）个格点间的距离，所需的乘法次数约为：
ｎ·ｎ（ｒＫ）２／２；步骤２和４中都需要计算 ｎ维向量的模，
但这些向量的模均为最外层球壳中格点间的距离，故这

两步无需额外的复杂度；步骤６中要求 ｎ维向量间的内
积，所需的乘法次数约为：２Ｌ·Ｎ·ｎ２．需要指出的是，我们
在仿真过程中发现随机选取的 Ｎ个质点往往只需经过
几次迭代就会移动至稳定状态，所以迭代次数 Ｌ通常较
小．同时，考虑到星座图的维数 ｎ也远小于 ｎ（ｒＫ）和 Ｎ，
故本文提出的简化算法复杂度至多为 Ｏ（ｎ（ｒＫ）２）．

本文提出的迭代算法是一种求解优化问题式（２２）
的简化方法，其解的性能会受初始质点选取的影响．为
了保证本文算法的解在高概率下就是原问题的解，一

种有效的方法就是重复算法步骤的迭代过程（即步骤３
至７），分别计算每次结果的 ｄＫｍｉｎ，取其中的最大值所对
应的那些质点作为最终高维星座图的最外层星座点．

至此，本文所提出的设计 ｎ维星座图的方法首先
通过求解非线性规划问题式（１９）来获取 ｎ维空间中最
为致密的格，然后使用迭代算法求解整数规划问题式

（２２）来选取指定数目的星座点．问题式（１９）可通过内点
算法进行求解，其算法复杂度为星座图维度 ｎ的多项
式，同时考虑到 ｎ一般远小于最外层球壳格点数
ｎ（ｒＫ），故本文设计高维星座图算法的复杂度取决于求
解问题式（２２）的复杂度，即 Ｏ（ｎ（ｒＫ）２）．在本文第一部
分介绍的高维星座图设计方法中，大部分都是通过求

解一个非凸的带有二次约束的二次规划问题．文献［１５］
指出这类问题不能在关于星座图维度 ｎ与星座点个数
Ｍ的多项式时间内求解，并对此提出了一种复杂度为

Ｏ （１＋Ｍ（Ｍ－１）２ ）１／２（（ｎ＋１）２＋２Ｍ（Ｍ－１( )）） 的设计
方法．比较该算法与本文算法复杂度，并考虑到在绝大
多数情况下存在 ｎ＜＜ｎ（ｒＫ）＜Ｍ．所以，本文算法在复
杂度方面具有一定的优势．

图１所示的星座图就是使用本文提出的算法设计
得到的三维６４点和１２８点星座图．

４ 仿真结果与分析

在本部分，我们将评估用本文提出方法所产生的

６７６１ 电 子 学 报 ２０１４年



高维星座图的性能．需要指出的是，仿真部分将不包含
维度大于４的星座图．原因基于以下两点：首先，维度大
于４的星座图目前只有在光通信领域中部分特殊场景
下才具有实际使用价值；另外，缺乏四维以上的高维星

座图作为比较对象也是原因之一．
在仿真过程中，我们生成长度为 Ｌ的随机符号序

列作为发送信号．每个符号都取自于一个给定的高维
星座图，并且要求所有星座图的最小欧氏距离 ｄｍｉｎ都等
于１．接收端受到功率为 Ｎ０的高斯加性白噪声的影响，
且接收端将采用最大似然法进行符号检测．

文献［１８］给出了当星座点数目较小时三维和四维
功率最节省的星座图，这些星座图在误符号率性能方

面是最优的．虽然本文提出的构造方法主要针对星座
点数目较大的情况，但我们将通过仿真结果表明：使用

本文方法设计得到的高维星座图在星座点数目较小的

情况下仍具有很低的误符号率．图２比较了本文与文献
［１８］所构造的三维星座图的误符号率性能，而图３则比
较了四维星座图．从图２和图３所示的结果可以发现：
随着星座图的维度和星座点个数的增加，由本文方法

构造得到的高维星座图其误符号率与理论最优值越来

越接近．

当高维星座图星座点数目较大时，现有通过优化

星座图功率的设计方法由于复杂度过高而无法使用，

故本文将通过与“高维ＱＡＭ”星座图进行比较来衡量本
文方法提出的高维星座图的性能．所谓的高维 ＱＡＭ星
座图是指将二维２ｎ点 ＱＡＭ星座图通过类比构造或对
自身进行笛卡尔积等方法构造得到的高维星座图．例
如，我们可类比６４ＱＡＭ星座图构造三维空间中８×８×
８＝５１２点星座图，或者我们可以对３２ＱＡＭ星座图自身
进行笛卡尔积得到四维空间中 ３２×３２＝１０２４点星座
图．由图４可以发现，传统的ＱＡＭ星座图可以看作是由
二维空间中生成矩阵为单位阵的整数格经过平移后得

到的．类似地，高维ＱＡＭ星座图也可认为是通过高维整
数格所构造的．

图５分别给出了通过本文方法构造的高维星座图
与三维５１２ＱＡＭ和四维１０２４ＱＡＭ误符号率的比较结
果．

从结果可发现，本文构造的星座图较传统基于整

数格的高维ＱＡＭ星座图在误符号率性能方面具有显著
的优势．其原因在于：观察式（５）和式（７），可以发现高维
星座图的误符号率性能取决于星座图的 ＣＦＭ值，而
ＣＦＭ又可以分解为格的编码增益γｃ（Λ）和星座图边界
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的成形增益γｓ（Ｒ）的乘积．由于本文提出的方法是通过
最大化γｃ（Λ）和γｓ（Ｒ）（即最大化 ＣＦＭ）来设计高维星
座图，故其误符号率性能优于高维ＱＡＭ星座图．表１分
别给出了图（５）与图（６）中所示星座图的基本参数，表中
数据反映出：当所有星座图中星座点间的最小欧氏距

离均为１时，具有较大 ＣＦＭ值的星座图的平均功率更
小，那么这些星座图在信噪比相等时所受到的噪声功

率更小，最终使得它们的误码率性能更优秀．这也从另
一方面解释了用本文方法设计得到的星座图性能更好

的原因．
表１ 高维星座图的一些基本参数

维度 三维 四维

星座图 ５１２ＱＡＭ
本文方法

５１２点
１０２４ＱＡＭ

本文方法

１０２４点

ｄｍｉｎ １ １ １ １

编码增益γｃ（Λ） １ １．２６ １ １．４１

成形增益γｓ（Ｒ） ０．７８ １．０５ ０．８３ １．０９

ＣＦＭ ０．７８·ＣＦＭ０ １．３２·ＣＦＭ０ ０．８３·ＣＦＭ０ １．５４·ＣＦＭ０

平均功率 Ｅａｖｇ １５．７５ １１．８０ １０ ６．８１

５ 总结

本文提出了一种基于格并运用最优规划来构造高

维星座图的方法．该方法将最大化星座图增益指数的
过程构造为一系列优化问题，并将星座图的几何特性

作为优化问题的约束条件．星座图的增益指数可以分
解为编码增益和成形增益，其中最大化格的编码增益

保证了星座点选自于一个致密的格，而最大化边界的

成形增益确保了产生的星座图在给定星座点间最小欧

氏距离的情况下功率最节省．这样的设计准则使得使
用本文方法设计得到的高维星座图具有很低的误符号

率．同时，本文算法的复杂度保证了当星座图维度较高
或星座点数目较大时仍可适用，填补了现有文献在这

一方面的空白．

参考文献

［１］ＢｅｎｅｄｅｔｔｏＳ，ＰｏｇｇｉｏｌｉｎｉＰ．Ｃｏｍｂｉｎｅｄａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄｐｏｌａｒｉｓａｔｉｏｎ
ｓｈｉｆｔｋｅｙｉｎｇｏｐｔｉｃａｌｃｏｈｅｒｅｎｔｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＬｅｔ
ｔｅｒｓ，１９９０，２６（１３）：９１８－９１９．

［２］ＢｅｎｅｄｅｔｔｏＳ，ＰｏｇｇｉｏｌｉｎｉＰ．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｈｉｆｔｋｅｙｉｎｇ
ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ，１９９２，
４０（４）：７０８－７２１．

［３］ＢｅｎｅｄｅｔｔｏＳ，ＰｏｇｇｉｏｌｉｎｉＰＴ．Ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｓｈｉｆｔｋｅｙ
ｉｎｇ：Ｏｐｔｉｍｕｍ ｒｅｃｅｉｖｅｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］．Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ，１９９４，４２（２３４）：
１１７４－１１８６．

［４］ＭａｔａｌｇａｈＭＭ，ＲａｄａｙｄｅｈＲＭ．Ｈｙｂｒｉｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ
ｓｈｉｆｔｋｅｙｉｎｇｍｏｄｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｏｐｔｉｃａｌｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＬｉｇｈｔｗａｖｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００５，２３（３）：１１５２－１１６３．

［５］ＢüｌｏｗＨ．ＰｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎＱＡＭｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ（ＰＯＬＱＡＭ）ｆｏｒｃｏ
ｈｅｒｅｎｔｄｅｔｅｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ［Ａ］．ＯｐｔｉｃａｌＦｉｂｅｒＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ
Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ［Ｃ］．ＳａｎＤｉｅｇｏ，ＣＡ：ＩＥＥＥ，２００９．１－３．

［６］ＡｎｄｒｅｗｓＭ Ｒ，ＭｉｔｒａＰＰ．Ｔｒｉｐｌｉｎｇｔｈｅｃａｐａｃｉｔｙｏｆｗｉｒｅｌｅｓｓ
ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｕｓｉｎｇｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｎａｔｕｒｅ，
２００１，４０９（６８１８）：３１６－３１８．

［７］ＣｏｍｐｔｏｎＪｒＲ．Ｔｈｅｔｒｉｐｏｌｅａｎｔｅｎｎａ：Ａｎａｄａｐｔｉｖｅａｒｒａｙｗｉｔｈｆｕｌｌ
ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］．ＡｎｔｅｎｎａｓａｎｄＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ，１９８１，２９（６）：９４４－９５２．

［８］ＴｕｒｋｍａｎｉＡＭＤ，ＡｒｏｗｏｊｏｌｕＡＡ，ＪｅｆｆｏｒｄＰＡ，ｅｔａｌ．Ａｎｅｘ
ｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｗｏｂｒａｎｃｈｓｐａｃｅ
ａｎｄｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｄｉｖｅｒｓｉｔｙｓｃｈｅｍｅｓａｔ１８００ＭＨｚ［Ｊ］．Ｖｅｈｉｃｕｌａｒ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ，１９９５，４４（２）：３１８－３２６．

［９］钟华，张志军，等．一种三极化共形天线［Ｊ］．电子学报，
２００９，３７（６）：１３３４－１３３７．
ＺｈｏｎｇＨ，ＺｈａｎｇＺ，ｅｔａｌ．Ａｃｏｎｆｏｒｍａｌｔｒｉｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎａｎｔｅｎｎａ
［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００９，３７（６）：１３３４－１３３７．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１０］ＮｅｈｏｒａｉＡ，ＰａｌｄｉＥ．Ｖｅｃｔｏｒｓｅｎｓｏｒａｒｒａｙｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏ
ｍａｇｎｅｔｉｃｓｏｕｒｃｅｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ，１９９４，４２（２）：３７６－３９８．

［１１］宋汉斌．三维调制解调器的理论研究［Ｄ］．上海：复旦大
学，２０１２．
ＳｏｎｇＨ．ＴｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＭｏｄｕｌａｔｏｒａｎｄＤｅｍｏｄｕｌａｔｏｒ［Ｄ］．
Ｓｈａｎｇｈａｉ：ＦｕｄａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１２．

［１２］ＰｏｒａｔｈＪＥ，ＡｕｌｉｎＴ．Ｄｅｓｉｇｎｏｆｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｉｇｎａｌｃｏｎ
ｓｔｅｌｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２００３，１５０
（５）：３１７－３２３．

［１３］ＡｇｒｅｌｌＥ，ＫａｒｌｓｓｏｎＭ．Ｐｏｗｅｒｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｏｄｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｍａｔｓｉｎ
ｃｏｈｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＬｉｇｈｔｗａｖｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ，２００９，２７（２２）：５１１５－５１２６．

［１４］ＫａｒｌｓｓｏｎＭ，ＡｇｒｅｌｌＥ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｌｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｕｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ［Ａ］．ＯｐｔｉｃａｌＦｉｂｅｒＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
［Ｃ］．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，ＣＡ：ＩＥＥＥ，２０１２．１－３．

［１５］ＢｅｋｏＭ，ＤｉｎｉｓＲ．Ｄｅｓｉｇｎｉｎｇｇｏｏｄｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｓｔｅｌｌａ
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＷｉｒｅｌｅｓｓＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓＬｅｔｔｅｒｓ，ＩＥＥＥ，２０１２，１
（３）：２２１－２２４．

［１６］ＳｌｏａｎｅＮＪＡ，ＨａｒｄｉｎＲＨ，ＤｕｆｆＴＤＳ，ｅｔａｌ．Ｍｉｎｉｍａｌｅｎｅｒｇｙ
ｃｌｕｓｔｅｒｓｏｆｈａｒｄｓｐｈｅｒｅｓ［Ｊ］．Ｄｉｓｃｒｅｔｅ＆ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＧｅｏｍｅ
ｔｒｙ，１９９５，１４（１）：２３７－２５９．

［１７］ＣｏｎｗａｙＪ，ＳｌｏａｎｅＮＪＡ．ＳｐｈｅｒｅＰａｃｋｉｎｇｓ，Ｌａｔｔｉｃｅｓａｎｄ
Ｇｒｏｕｐｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９８．

［１８］ＳｌｏａｎｅＮＪＡ，ＨａｒｄｉｎＲＨ，ＤｕｆｆＴＤＳ，ＣｏｎｗａｙＪ．Ｍｉｎｉｍａｌ
ＥｎｅｒｇｙＣｌｕｓｔｅｒｓ，Ｌｉｂｒａｒｙｏｆ３ＤＣｌｕｓｔｅｒｓ，Ｌｉｂｒａｒｙｏｆ４ＤＣｌｕｓ
ｔｅｒｓ［ＥＢ／ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｎｅｉｌｓｌｏａｎｅ．ｃｏｍ／ｃｌｕｓｔｅｒ／，２０１３１０３０．

［１９］ＦｏｒｎｅｙＪｒＧＤ，ＷｅｉＬＦ．Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎｓ．Ｉ．

８７６１ 电 子 学 报 ２０１４年



Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ，ｆｉｇｕｒｅｓｏｆｍｅｒｉｔ，ａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｒｏｓｓｃｏｎｓｔｅｌｌａ
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳｅｌｅｃｔｅｄＡｒｅａｓｉｎＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ＩＥＥＥＪｏｕｒｎａｌ
ｏｎ，１９８９，７（６）：８７７－８９２．

［２０］ＦｏｒｎｅｙＪｒＧＤ．Ｍｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎｓ．ＩＩ．Ｖｏｒｏｎｏｉ
ｃｏｎｓｔｅｌｌａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳｅｌｅｃｔｅｄＡｒｅａｓｉｎＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ＩＥＥＥ
Ｊｏｕｒｎａｌｏｎ，１９８９，７（６）：９４１－９５８．

［２１］ＰｒｏａｋｉｓＪＧ，ＭａｎｏｌａｋｉｓＤＧ．ＤｉｇｉｔａｌＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．
ＮｅｗＹｏｒｋ：ＭｃＧｒａｗＨｉｌｌ，１９９５．

［２２］ＧｏｌｕｂＧＨ，ＶａｎＬｏａｎＣＦ．ＭａｔｒｉｘＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｂａｌｔｉ
ｍｏｒｅ，Ｍａｒｙｌａｎｄ：ＪｏｈｎｓＨｏｐｋｉｎｓＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，１９９６．

［２３］ＰóｌｉｋＩ，ＴｅｒｌａｋｙＴ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２０１０．２１５２７６．

作者简介

吴 昊 男，１９８９年出生于上海．２０１０年获
得上海市复旦大学理学学士学位，现为上海市复

旦大学硕士研究生．研究方向为高维星座图设
计，高维调制解调系统等．
Ｅｍａｉｌ：ｘｒｑｂｄ１２２５＠１２６．ｃｏｍ

张建秋 男，１９６２年出生于湖南邵阳．上海市复
旦大学电子工程系教授、博士生导师．主要研究
方向为信息处理理论及其在新型传感器和仪器

中的应用等．
Ｅｍａｉｌ：ｊｑｚｈａｎｇ＠ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

宋汉斌 男，１９８３年出生于天津．２００６年、
２０１２年获得上海市复旦大学工学学士和理学博
士学位．现于上海无线电设备研究所工作．主要
研究方向为信号处理理论，新型电磁传感器和无

线通信等．
Ｅｍａｉｌ：０８１０２１０１８＠ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

９７６１第 ９ 期 吴 昊：一种基于格理论构造高维星座图的方法




